Generalna maturitnd skuska z MATEMATIKY - 2004

Zadania :

Rieste rovnicu Vx2 +3x+6 =3 -vVx2 +7x +11.

1.
(3 body)
2. V nepriehfadnom vrecku je 10 cCervenych guliek. Najmenej kofko bielych guliek
musime vloZit do tohto vrecka, aby pravdepodobnost, Ze nahodne vytiahnuta gulka
bude Cervend, bola mensia ako 30 %?
(3 body)
3. Z&kladne pravidelného zrezaného ihlana ABCDEFGH su Stvorce so stranami 6 cm
a 12 cm, jeho plast sa sklada zo Styroch zhodnych rovnoramennych lichobeznikov.
Vypocitajte vySku tohto zrezaného ihlana, ak viete, Ze obsah jeho plasta sa rovna
suctu obsahov zékladni.
(4 body)
4. Vrovine su dané body A[O ; O], B[6 ; O]. Najdite a narysujte mnozinu vSetkych takych
bodov C roviny, Ze A, B, C st vrcholmi trojuholnika, v ktorom |AC| = 2 [BC|.
(5 bodov)
5a. V rovnoramennom lichobezniku ABCD ma uhol ODAB velkost 60°a os tohto uhla
prechadza stredom S zakladne CD. Uhloprie€ka AC ma dIzku 21 m. S presnostou na
milimetre vypocitajte obvod lichobeznika ABCD.
C
0 5 bod
g (5 bodov)
5b. Funkcia f:y = x? -6x —40 vznikla suginom linearnej funkcie g ak nej inverznej
funkcie g_l. Najdite predpis funkcie g.
(5 bodov)
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RieSenia a hodnotenie :

1. Rie&te rovnicu Yx2 +3x+6 =3 -Vx%+7x +11.

(3 body)
RieSenie

(1. krok) Po umocneni obidvoch stran rovnice na druhd postupne dostaneme
X2 +3X+6=9-6VXx2+7x +11+x2 +7x +11, (1)
6VX2 +7x +11=4x +14, 2)
VX2 +TXx+11=2x+7. (3)

Po opatovnom umocneni mame

9x2 +63x +99 = 4x? +28x + 49, (4)
5x2 +35x +50 =0, (5)
x2+7x+10=0. (6)

Korenmi rovnice (6) su Cisla
Xy =5, X, =-2,
teda rieSenim pbévodnej rovnice moze byt len niektoré z nich.

(2. krok — skuaska spravnosti) Rozhodnut, ktoré z €isel x; =-5, X, =-2 je hladanym
rieSenim, mozno jednym z nasledujucich postupov:
 Dosadenim hodndt x;, X, do pévodnej rovnice vx?+3x+6 =3-vx?+7x+11
zistime, Zex, = -2 je a X; = -5 nie je jej rieSenim;
» Hladané rieSenie je to z isel x;, X,, pre ktoré su splnené tieto podmienky:
@) X2 +7x+11=0 (teda x patri do definicného oboru pravej strany pdvodnej rovnice;
lava strana po6vodnej rovnice je definovana pre vSetky x [R),
(b) 3-+ X2 +7x+11=0 (pre tieto X je pdvodna rovnica ekvivalentna s rovnicou (1)),
(c) 2x+7=0 (pre hodnoty x splriajuce podmienky (a) a (c) su rovnice (3) a (4)
ekvivalentné).
Dosadenim Cisel x 1 , X, do tychto podmienok zistime, Ze len pre x, =-2 su splnené

vSetky tri (Gislo x; = -5 spifia prvé dve, ale nespina tretiu).
RieSenim rovnice je ¢€islo -2.

Poznamka. Mnozinou M; vSetkych rieSeni nerovnice z podmienky (a) je

e )

2 2

podmienka (b) je splnena pre
~7-441 —7+\/4_1>:<—7—\/4_1_ —7—\/§>D<—7+\/§ , —7+\/4_1>

2 2 2 2 2 2

xDM2=M1n<

podmienka (c) pre

Statny pedagogicky Ustav 5



Generalna maturitnd skuska z MATEMATIKY - 2004

XDM3:<—%; ooj.

Prienikom tychto troch mnoZin je

Mlﬂ MzﬂM3:<

—7+x75.—7+J4_1>.

2 2

na tejto mnozine je teda rovnica (6) ekvivalentna s pévodnou rovnicou.

Hodnotenie

e zarovnicu (6)
z toho za rovnicu (1)
» za vypocet korenov rovnice (6)
* Zza preverenie, Zze X, = -2 je rieSenim
* zapreverenie, Zze X, = -5 nie je rieSenim
» zaodpoved

1 bod
0,5 bodu
0,5 bodu
0,5 bodu
0,5 bodu

0,5 bodu
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2. V nepriehfadnom vrecku je 10 ¢ervenych guliek. Najmenej kolko bielych guliek musime
vlozit do tohto vrecka, aby pravdepodobnost, Ze nahodne vytiahnuta gulka bude

¢ervend, bola mensia ako 30 %°?
(3 body)

RieSenie

Nech x je pocet bielych guliek, potom pravdepodobnost, Ze ndhodne vytiahnuta gulka
bude Cervena, je

10
= : 1
10+x @)
Podfla zadania ma platit P <0,3, teda hladané x je rieSenim nerovnice
10 (p3: )
10+x
postupnymi GUpravami dostaneme
10<3+0,3x ,
7<03x , 3)
X > 73—0 =23,3. ()

Hradané x je prirodzené &islo; najmensie prirodzené &islo spifiajice nerovnost (3) je
X =24.

Do vrecka treba vlozi t aspo n 24 bielych guliek.

Poznamka. Rovnicu (3) mozno dostat’ aj touto Uvahou: pomer poctu cervenych guliek
k poctu bielych guliek musi byt mensi ako 3 : 7, tj.

10 3
2 5
R 5)
Hodnotenie
* za nerovnicu, ktorej rieSenim ma byt Cislo x (napr. (2), (5)) 1,5 bodu
z toho za vyjadrenie pravdepodobnosti vytiahnutia
Cervenej gulky (vyraz (1)) 1 bod
* zavyrieSenie nerovnice (2) 0,5 bodu
* zahodnotu x =24 ziskanu spravnym postupom 0,5 bodu
» zaodpoved 0,5 bodu
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. Zakladne pravidelného zrezaného ihlana ABCDEFGH su Stvorce so stranami 6 cm a 12

cm, jeho plast sa skladda zo Styroch zhodnych rovnoramennych lichobeznikov.
Vypocitajte vySku tohto zrezaného ihlana, ak viete, Ze obsah jeho plasta sa rovna suctu
obsahov zakladni.

(4 body)
RieSenie
RieSenie I.
Nech m je vySka rovhoramenného lichobeznika ABFE, podla zadania ma platit
4E-|6+2£Dm=62+122 , 1)
odtial 36m =180 ,
m=5.

VySku v ihlana méZeme teraz najst jednou z nasledujicich tvah:

Rezom daného ihlana rovinou, ktora je rovnobezna s hranou AB alebo BC a je kolma
na zéakladfiu ABCD, je rovnoramenny lichobeZnik, ktory ma zékladne dizok a =12 cm
ab=6 cm aramena dizkym=5 cm. Hladana vy3ka vihlana je vySkou tohto
lichobeZnika.

Podfla Pytagorovej vety plati

2
¥ =m2—(a_‘bj | @)

2
po dosadeni v2 =25 —[Tj =16,

Z Pytagorovej vety mdZeme vypoditat dizku |AE| ramena lichobeznika ABFE

2
|AE|2 - (|AB| —|EF|j + mz,

2
2
po dosadeni |AE|2 = (?j +5% =34,
|AE| =34 cm.

Rovnoramenny lichobeznik ACGE ma zakladne dizok |[AC|=12v2 a |[EG|=6+2 (s

nimi uhloprie¢ky $tvorca so stranou dizky 12 cm, resp. 6 cm) aramena dizky
|AE| =|CG| =5 cm. Hradana vy3ka v ihlana je vy3kou tohto lichobeznika.

Podla Pytagorovej vety plati

2
AC|-EG

v =|AE[? —{%j , 3)
2

122 __6\/5] =16, v =4cm.

po dosadeni vZ =34 —( >

Vyska ihlana ABCDEFGH ma velkost v =4 cm.

8
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RieSenie 1.

Zvolme v priestore suradnicovl sustavu tak, aby platilo A[—6 1 —6; O], C[6 ;6] O]. Zvysné
vrcholy budd mat potom suaradnice B[6;—6;0], D[—6;6;O]. E[—3;—3;v], F[3;—3;v],
G[3;3;v], H[—3;3;v]. Oznacme m vySku rovnoramenného lichobeznika BCGF, podla

zadania ma platit
4G6+2—12Dm:62+122 . (4)

Cislo m je dizkou usecky GX, kde bod X[6 '35 O] je priese¢nikom priamky BC
a priemetu priamky HG do roviny xy (v rovine xy ma priamka BC rovnicu x =6 a priemet
priamky HG rovnicu y = 3), teda

m:|GX|:\/(3—6)2+(3—3)2+(v—0)2 =9 +v2. (5)
Dosadenim (5) do (4) dostavame
36v9+v? =180,
9+v2 =25,
v =4 (cm).

VySka ihlana ABCDEFGH ma velkost v =4 cm.

Hodnotenie
» za vypocet alebo vyjadrenie velkostim (napr. (1)) 1 bod
» zavyjadrenie vztahu medzi m a v (napr. (2) alebo (3) alebo (5)) 1,5 bodu
» zavelkost v najdenu spravnym spoésobom 1 bod
» za odpoved 0,5 bodu
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4. V rovine su dané body A[O;O], B[6;O]. Najdite a narysujte mnozinu vSetkych takych
bodov C roviny, Ze A, B, C st vrcholmi trojuholnika, v ktorom |AC| = 20BC|.
(5 bodov)

RieSenie

Bod C musi spifiat dve podmienky:
* Body A, B, C maju byt vrcholmi trojuholnika, preto bod C nesmie lezat na priamke AB
(. na osi x);
- Maplatit |AC| = 2[[BC], t;.
UxZ+y? =2(x -6 +y?, M
odtial postupne dostavame
x?2 +y2 = 4(x2 -12+36 +y2) ,
3x? +3y2 -48x +144 =0,
x2-16x+48+y? =0,
(x -8 +y?=16. 2)
Rovnica (2) je rovnicou kruznice so stredom 8[8 ; O] a polomerom r = 4.

Hladanou mnoZzinou bodov je teda kruznica k so stredom 8[8 , O] a polomerom r =4 bez
jej priese¢nikov s osou x (tj. bez bodov [4 ; O] a[12 ; O]).

A

y

v
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Hodnotenie
za rovnicu (1) 1 bod
za zistenie, Ze rovnica (2) je rovnicou kruznice (bud v texte alebo na
obrazku) 0,5 bodu
za urCenie suradnic stredu S kruznice k (bud v texte alebo na obrazku) 1 bod
za urCenie polomeru r kruznice k (bud v texte alebo na obrazku) 1 bod
za konStatovanie alebo vyznacenie faktu, Ze Ziadny prvok hfadanej
mnoziny nelezi na osi x 1 bod

za spravne narysovany obrazok (musia byt zrejmé suradnice stredu S,
velkost polomeru r a na obrazku musia byt vyzna¢ené body kruznice
k, ktoré nepatria do hfadanej mnoziny) 0,5 bodu
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5a. V rovnoramennom lichobezniku ABCD ma uhol ODAB velkost 60° a os tohto uhla

prechadza stredom S zé&kladne CD. Uhloprie¢ka AC ma dizku 21 m. S presnostou na
milimetre vypocitajte obvod lichobeznika ABCD.
(5 bodov)

D > O

60°

B

RieSenie

Oznacme x velkost uUseCky DS. Uhol [JASD ma velkost 30° (uhly OOASD a [OSAB su
striedavé a |DSAB| =30°), preto trojuholnik ASD je rovnoramenny. Plati teda

|AD| =|DS| =|SC| = x. (1)
Nech E je pata kolmice z D na AB. Potom
|AB| =|DC| + 2| AE| = 2x + 2| AE|, ()
pritom z pravouhlého trojuholnika ADE (v ktorom |JDAE| = 60° ) dostavame
|AE| =|AD|Gos 60° = @ = g 3)
Dosadenim (3) do (2) mame
|AB| =3x,
teda obvod O lichobeznika ABCD je
O =|AB| +|BC| +|CD| +|DE| =3x + X +2X + X = 7X . (4)

Pri vypoéte neznamej dizky x méZeme pouZit niektory z nasledujicich postupov:

v trojuholniku ACD so stranami 21, 2x, x auhlom 120° pri vrchole D pouZijeme
kosinusovu vetu

|AC|” =|cD|* +|AD|? -2 CD| AD| [£0s 120",
po dosadeni
441 = 4x?% + x2 -2 [2x (X [£05120° = 7x2,
odtial x =~/63 (cm).

v trojuholniku ACB so stranami 21, x, 3x auhlom 60° pri vrchole B pouzijeme
kosinusovu vetu

|AC|? =|ABJ? +|BC|* - 2 0AB|IBC| [tos 60°,
po dosadeni
441=9x2 + x? - 2[Bx X [£0s 60° = 7x?,
odtial x =+/63 (cm).
v trojuholniku ASD  (kde |AD|=|DS|=x, |JADS|=120") vyjadrime |AS| pouZitim
kosinusovej vety

RSP = A0 +|oSf - 2180) S| s 120" =5+ -2k kL=t

12
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potom pouzijeme kosinusovu vetu v trojuholniku ASC (so stranami J3x, X, 21 a uhlom
150°pri vrchole S)

|AC|” =|AS[ +|cS|” - 2AS| TS| [os 150,

po dosadeni
441 =3x? +x% -2G/3x k [E—gj =7x2,
odtiar x =+/63 (cm).

Podfa (4) ma potom hladany obvod O velkost
0 =7x =71/63 =7(7,937 253 933... = 55,560 777 532... 055,56 08 (m).

LichobeZnik ma obvod 55,56 08 m (=55 m 56 cm 8 mm ).

Poznamky.
1. Skutoénost, Ze uhol JASD ma velkost 30° sme mohli zisti t aj nasledovne:

|DADS| =180° - |OBAD| =120°,
potom |DASD| =180° - |OSAD| -|JADS| =180° -30° -120° = 30°.
2. Na odvodenie rovnosti |AE| :g (pozri (3)) nie je potrebné pouZzitie trigonometrickych

funkcii; trojuholnik DAE je totiZ ,polovica z rovnostranného trojuholnika*“.

Hodnotenie
- za zistenie skuto&nosti, Ze |AD| = DS| 1 bod
« za vyjadrenie dizky zakladne AB pomocou dizky Gse¢ky DS 1 bod
e zavypocet velkosti x 2 body
z toho za zapis kosinusovej vety v niektorom z trojuholnikov
ABC, ACD, ASD 1 bod
» za vypocet obvodu lichobezZnika s poZzadovanou presnostou 0,5 bodu
* za odpoved 0,5 bodu
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5b. Funkcia f:y =x%-6x-40 vznikla sGginom linearnej funkcie g aknej inverznej
funkcie g"l. Najdite predpis funkcie g.

(5 bodov)
RieSenie
RieSenie I.
(1. krok) Nech
g(x)=ax+b, (1)
potom inverzna funkcia g'l ma predpis
_ X-b
g7 ) =—. 2)
a
Podra zadania ma platit f(x) = g(x) g X(x), t.
(ax+b)ﬁ:x2—6x—40, (3)
a
po Uprave
2
x2+(9—bjx—b—:x2—6x—40, (4)
a a

porovnanim koeficientov kvadratickych funkcii na lavej a pravej strane rovnosti (4)
dostaneme sustavu

~b=-6, (5)

= 40. (6)

Pre neznamu b dostaneme rovnicu

b%?-6b-40=0 7)
pouzitim niektorého z nasledujucich postupov:

» zrovnice (5) vyjadrime b =b -6 a dosadime do rovnice (6), dostaneme
a

2
40:b_:9[b :(b—6)[]),
a a
(b-6)b=40,1. b>-6b-40=0.
2
e zrovnice (6) vyjadrime a = % a dosadime do (5), dostaneme

4—bo—b:—6,tj. b2-6b-40=0.

» zrovnice (5) vyjadrime a = bL a dosadime do (6), dostaneme

b2
b
b-6

=40, . b>-6b-40=0.
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Korefimi rovnice (7) su €isla b; =10, b, =-4. Dosadenim b; =10 do lubovolnej z rovnic
(5), (6) dostavame zodpovedajucu hodnotu a =25; podobne dosadenim b, =-4
dostavame zodpovedajucu hodnotu a, =0,4.

(2. krok — skaSka spravnosti) Inverznou funkciou k funkcii y =25x+10 je funkcia
y =0,4x —4 (a naopak). Suc¢inom tychto funkcii dostaneme

(0,4x —4){25x +10) = x* -6x - 40,
€o je predpis funkcie f. Obidve uvedené funkcie su teda hfadanym rieSenim.

Funkcia g méa predpis g(x)=25x+10 alebo g(x)=0,4x-4.

Poznamka. Sustavu (6), (7) mdZeme dostat’ aj nasledujacou uvahou:
Rovnost (3) plati pre vSetky x OR, teda aj pre x =0 a x =b. Dosadenim x =0 do (3)
dostaneme rovnicu

ktord je zrejme ekvivalentnd s (6), dosadenim x =b do (3) dostaneme priamo rovnicu (7).

RieSenie II.
(1. krok) Podfa zadania plati

f(x) =g(x)(x),

teda kazdy koren rovnice

f(x)=0 (8)
je bud korefiom rovnice
g(x)=0 9)
alebo rovnice
g7(x)=0. (10)

Pritom funkcia g (a teda aj funkcia g 1) je linearna, teda (9) aj (10) maju prave 1 koreri.
Rovnica (8), tj.
x?-6x-40=0

ma korene Xx; =10 a X, =—4; jeden z nich musi byt teda rieSenim rovnice (9), druhy
rovnice (10).
Predpokladajme najprv, Ze

g(10)=0, g(-4)=0. (11)
To znamena, Ze graf funkcie g pretina x-ovl os v bode [10 ; O] a graf funkcie g_1 ju pretina
v bode [—4 ; O]. Preto graf funkcie g (ktory je sumerny s grafom g_1 podfa priamky y = x)
pretina y-ovu os v bode [O ;= 4].
Z toho, Ze graf linearnej funkcie g obsahuje body [10;0] a [O;—4], vyplyva, ze jej
predpis ma tvar

g(x)=04x—-4. 12)
Keby sme namiesto (11) predpokladali
g(-4)=0, g7(10)=0, (13)
musel by graf funkcie g obsahovat body [—4 ; O] a [0 ; 10], preto jej predpis by bol
g(x) =25x+10. (14)
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(2. krok — skuSka spravnosti) Funkcie s predpismi (12) a (13) st navzajom inverzné a ich
sucin je

(0,4x —4){25x +10) = x* -6x - 40,
teda obidve uvedené funkcie st hfadanym rieSenim.

Funkcia g ma predpis g(x)=25x+10 alebo g(x)=0,4x-4.

Hodnotenie

RieSenie |.
o za zapis predpisu funkcie g v tvare (1) 0,5 bodu
« za predpis inverznej funkcie g~* (vztah (2)) 1 bod
* za zapis sustavy, ktorej rieSenim su nezname koeficienty

a, b (napr. sustava (5), (6) alebo (6), (7)) 1 bod
» za vyrieSenie ziskanej sustavy rovnic 1 bod
» za skuSku spravnosti 1 bod
» zaodpoved 0,5 bodu

Poznamka. Pri rieSeni sustavy (5), (6) tretim z postupov uvedenych v rieSeni | (teda

dosadenim asz do rovnice (6)) by ziak mal skontrolovat, Zze hodnote b =6

nezodpoveda Zziadne rieSenie sustavy (5), (6). Podobne by mal v pripade druhého
z uvedenych postupov rieSenia sustavy (5), (6) skontrolovat, Ze Ziadne rieSenie
nezodpoveda hodnote b =0. Ak Ziak tuto kontrolu nevykonal, ale naSiel rieSenia danej
sustavy, pride/te mu za jej vyrieSenie 1 bod (teda nestrhnite Ziadne body za tlto chybajlcu
avahu).

RieSenie II.
* zanajdenie predpisu jednej z funkcii g(x) =25x+10, g(x)=04x-4 2,5 bodu
z toho

0 za najdenie jej priesecnika s osou X 0,5 bodu
0 za najdenie jej priese¢nika s osou y 1 bod
e za najdenie predpisu druhej z funkcii g(x) =25x+10, g(x)=0,4x -4 1 bod
e za skuSku spravnosti 1 bod
» zaodpoved 0,5 bodu
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